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АЛГОРИТМІЧНІ ПІДХОДИ ДО ВІДШУКАННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ  

СТОХАСТИЧНО-ПАРАМЕТРИЧНИХ ТРАНСПОРТНИХ ЗАДАЧ З 

ОПТИМІЗАЦІЙНОЮ СКЛАДОВОЮ 
 

У статті розглянуто стохастично-параметричну постановку транспортної задачі як спеціального класу задач 

лінійного програмування, зокрема випадки з параметром у цільовій функції та в обмеженнях, а також стохастичні 

модифікації з умовою цілочисельності. Відповідна постановка обумовлена необхідністю враховувати у оптимізаційних 

задачах невизначеність різної природи, породжену як випадковими явищами, так і детермінованими, що мають певні 

параметри керування. Запропоновано та описано підходи до післяоптимізаційного аналізу та оцінки стійкості розв’язків, 

наведено узагальнений алгоритм побудови оптимальних планів на основі послідовного звуження діапазону виділеного 

параметра із застосуванням відтинань Ґоморі та двоїстого симплекс-методу. Досліджено зв’язок параметричних і 

стохастичних транспортних моделей та окреслено практичні аспекти застосування. 

Дане дослідження присвячено побудові множини допустимих планів у випадках, коли параметри задачі мають 

імовірнісну природу та впливають на стійкість базису. Показано, що комбінування стохастичного підходу з 

параметричним дозволяє не лише підвищити надійність отриманих результатів, а й формалізувати процедуру визначення 

меж інтервалів оптимальності. У випадку, коли досліджуваний відрізок параметра повністю належить робочому 

діапазону, можна вважати, що побудовано повний опис множини оптимальних розв’язків задачі. Запропонований підхід 

забезпечує можливість локалізації областей, де оптимальний план зберігає свою структуру при зміні значення параметра, 

а також дає змогу переходити між суміжними планами за допомогою двоїстого симплекс-методу. 

Отримані результати мають прикладне значення для оптимізації транспортних і виробничо-логістичних 

процесів в умовах невизначеності. Запропоновані алгоритмічні рішення дають змогу проводити аналіз чутливості, 

прогнозувати зміну оптимального плану при варіюванні параметрів і забезпечують основу для побудови адаптивних 

моделей у системах підтримки прийняття рішень. 

Ключові слова: транспортна задача; параметричне програмування; стохастична модель; цілочислова задача 

лінійного програмування; відтинання Ґоморі; стійкість. 
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ALGORITHMIC APPROACHES TO SOLVING STOCHASTIC-PARAMETRIC TRANSPORTATION 

PROBLEMS WITH AN OPTIMIZATION COMPONENT 

 
The article examines stochastic-parametric formulations of the transportation problem as a special class of linear programming problems, 

in particular cases with a parameter in the objective function and in the constraints, as well as stochastic modifications with an integer constraints. 

This formulation is driven by the necessity to account for uncertainties of various origins in optimization problems, arising from both random 

phenomena and deterministic factors characterized by specific control parameters. Approaches to post-optimality analysis and assessment of solution 
stability are proposed and described. A generalized algorithm for constructing optimal plans based on the sequential narrowing of the selected 

parameter range using Gomory cuts and the dual simplex method is presented. The relationship between parametric and stochastic transportation 

models is explored, and practical aspects of their application are outlined. 
This paper is devoted to constructing the feasible set of solutions when problem parameters have a probabilistic nature and affect the 

stability of the basis. It is shown that combining stochastic and parametric approaches allows not only improving the reliability of the results but also 

formalizing the procedure for determining the boundaries of optimality intervals. In the case where the investigated segment of the parameter lies 
entirely within the working range, it can be considered that the complete set of optimal solutions has been described. The proposed approach provides 

the ability to localize regions where the optimal plan preserves its structure as the parameter varies and enables smooth transition between adjacent 

plans via the dual simplex method. 

The obtained results have applied significance for the optimization of transportation and production-logistics systems under uncertainty. 

The proposed algorithmic framework allows sensitivity analysis, prediction of optimal plan variations with changing parameters, and the creation 

of adaptive decision-support models for complex optimization systems. 
Keywords: transportation problem; parametric programming; stochastic model; integer linear programming problem; Gomory cuts; 

stability. 
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Постановка проблеми 

За умов обмеженості ресурсів і необхідності оптимального використання енергії, матеріалів та часу, 

значна частина прикладних задач управління виробничими та економічними процесами зводиться до 

оптимізації відповідних лінійних моделей. В представлених дослідженнях транспортна задача сформульована 

як класична задача дослідження операцій, що відкриває можливість її застосування у виробничому процесі 

плануванні та логістиці цементного виробництва. Хоча відомими є параметричні й стохастичні варіації, де 

коефіцієнти цільової функції або системи обмежень залежать від детермінованого параметра або є випадковими 
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величинами, втім на практиці можуть зустрітися задачі, частина коефіцієнтів яких мають детерміновану 

параметричну природу, а інші – стохастичну природу, тобто залежать від випадкової величини. Зокрема, в 

задачі оптимального планування перевезень, де вартість перевезення одиниці прямо залежить від ціни на 

пальне та від відстані. Але якщо відстані між обома пунктами перевезення детермінована величина, то ціни на 

паливо за своєю природою мають тенденцію коливатися, тому цільова функція, що задаватиме найдешевші 

перевезення, у такому випадку міститиме як детерміновані, так і увипадковлені параметри. До того ж така 

транспортна задача містить обмеження, які описують місткість складів, тобто попит та пропозицію. Вони також 

можуть мати сезонні коливання, які легко описати детермінованим параметром, але поза тим як попит, так і 

пропозиція залежать від багатьох інших чинників, які заховані у стохастичний параметр – політичні рішення, 

урожайність, дохід населення, кліматичні умови, катаклізми і т.п. Тому наявність у правій частині системи 

обмежень виразів, що містять як детермінований параметр (відповідальний за сезонний характер), так і 

випадкові величини (відповідальні за стохастичні чинники) цілком природна та логічна. Окреме виділення 

цілочислових стохастично-параметричних задач також має обґрунтовану підставу, адже доволі часто 

перевозиться штучний товар або пакетований товар. Зрозуміло, що у такому випадку контейнерні перевезення 

природно вимагають умови цілочисельності. Однак врахування наведених вище міркувань про випадкову 

природу ціноутворення приводить до стохастично-параметричної задачі цілочислового програмування. 

У таких мішаних стохастично-параметричних випадках спрощення моделі та відкидання однієї 

складової (наприклад, параметричної) та оптимізація тільки стохастичної складової, тобто задачі стохастичного 

програмування, призведе до того, що частина змінних параметрів будуть знехтувані, тобто до надмірного 

спрощення та неврахування усіх важливих чинників. Подібна (та навіть інтуїтивно гірша) ситуація трапляється 

у разі відкидання стохастичних параметрів при побудові математичних моделей виробничих задач. 

Аналіз досліджень і формулювання цілей статті 

Перша строга постановка цієї задачі виконана ще в 1941 році та відома, як проблема Хітчкока. 

Параметричні транспортні задачі докладно досліджувалися у працях В. Срінівасана та Г. Л. Томпсона, в яких 

розроблено операторний підхід до таких задач та запропоновано алгоритми для застосування операторів межі 

та вартості, які впливають на перетворення оптимального розв’язку, пов’язаного зі змінами умов межі та 

одиничних витрат, а також описано вигляд таких операторів, що зберігають розв’язки, тобто для яких зміни в 

даних є такими, що оптимальні розв’язки залишаються тими самими [1-5]. Дослідження обчислювальної 

складності таких задач здійснено у [6]. 

Транспортна задача, з моменту її першої класичної постановки залишається актуальною й донині. 

Багатьма дослідниками розглядалися також різні її модифікації та узагальнення: транспортна задача із 

заборонами, транспортна задача з обмеженнями на пропускну здатність комунікацій, транспортна задача за 

критерієм часу (довжини маршрутів), транспортна задача з проміжними пунктами, розподільча задача, 

транспортна задача для висотних робіт, транспортна задача з нечіткими змінними [7-9]. Крім задач 

транспортного типу, до таких спеціальних задач також відносяться задачі параметричного програмування. Одна 

з перших постановок стохастичних транспортних задач розглядалася у [10], де несепарабельна цільова функція 

описувала мінімізацію витрат на доставку плюс очікувані витрати на зберігання та дефіцит у точках попиту з 

урахуванням обмежень на постачання. Згодом в роботах [11, 12, 13] розроблені метод декомпозиції для 

розв’язування стохастичної транспортної задачі з нелінійною цільовою функцією. 

Останні часто виникають на виробництві, коли в умовах виробничого планування доводиться 

враховувати залежність коефіцієнтів виробничо-математичної моделі від деяких параметрів (час, 

використовувана технологія, місткість складів тощо). Якщо зафіксувати їхні значення, то отримаємо деякий 

умовно оптимальний розв’язок, що змінюватиметься при зміні початкових параметрів такої задачі. Тому в 

загальному випадку цей оптимальний розв’язок залежить від них, а це породжує проблему дослідження вкладу 

кожного початкового параметрів стосовно кінцевого розв’язку. Це спонукає проводити аналіз моделі на 

стійкість [14, 15] для відшукання замкненого представлення діапазону зміни параметризовних величин без 

суттєвих ймовірнісно-параметричих відхилень оптимуму та базису. Звичайно, змінюватись можуть коефіцієнти 

цільової функції, вільні члени (праві частини системи обмежень), коефіцієнти при невідомих у системі 

обмежень. До того ж зміна може стосуватися як деяких, так і всіх зазначених числових параметрів. Для 

розв’язування таких задач розроблено чимало модифікацій відомих методів - діагоналізований метод Ньютона 

[16, 17], модифікована функція Лагранжа для дискретних та неперервних запитів [18, 19], метод ітерації лісу 

[20], метод Кумара [21], метод матриці Дуіба [22]. 

У всіх транспортних задачах головною метою є пошук оптимального плану перевезень. Водночас з 

точки зору якісного аналізу та розробки рекомендацій важливим етапом також є постоптимізаційний аналіз 

компонент вектора розв’язку, адже умови функціонування виробничих систем постійно змінюються. Такий 

аналіз дозволяє визначити, для якої множини допустимих значень параметрів числові значення оптимального 

плану залишаються незмінними, а коли ці зміни (наприклад, змін запасів товару, потреб у товарі і/або 

транспортних тарифів) структура призводять до суттєвих відхилень або втрати оптимальності. Це, у свою чергу, 

дозволяє визначати напрямки розвитку досліджуваної виробничої системи. 

Якщо, наприклад, в задачі планування виробництва вироблений підприємством товар підлягає 

зберіганню, то вартість продукції буде складатися з двох частин: сталої (вартості продукції на момент 

виготовлення) та змінної (що має сезонний характер і залежить лінійно від терміну зберігання продукції - часу 

t). У такій задачі підлягають можливій зміні числові параметри лінійного неперервного функціоналу, що задає 
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цільову функцію, елементи тензора першого рангу, яким визначається вектор обмежень, елементи матриці, що 

задає ліву частину системи обмежень. Ця зміна може охоплювати усі наведені числові параметри або тільки 

частину з них. 

Метою роботи є розгляд цілочислових (чи й навіть взагалі дискретних) задач стохастичного лінійного 

планування у різні модифікаціях параметризації та увипадковлення: з параметризованою цільовою функцією, 

з параметром у правій частині системи обмежень та дослідження стохастичної параметричної транспортної 

моделі, де відповідні детерміновані числові коефіцієнти замінені на випадкові величини як у цільовій функції, 

так і у системі обмежень. Такий підхід дозволить гнучкіше описувати як стохастичну складову оптимізаційних 

задач, так і враховувати вплив параметрів на різних діапазонах значень. Описано основні етапи відшукання 

оптимальних планів таких задач на основі послідовного звуження початкового проміжку зміни параметра. В 

загальному, параметричний підхід до планування транспортних перевезень дозволяє не тільки отримувати 

оптимальний план перевезень, але й виконувати післяоптимізаційний аналіз залежно від діапазону змін значень 

параметра. 

Основний матеріал дослідження 

При дослідженні цілочислових задач лінійного планування (ЗЛП) з параметром важливим етапом є 

побудова оптимального плану такої задачі при фіксованому значенні параметра, тобто знаходження розв’язку 

звичайної (без параметра) задачі цілочислового лінійного планування. При цьому умова цілочисловості може 

стосуватися усіх або тільки частини змінних вихідної задачі. В обидвох випадках побудову правильних відтинів для 

відшукання цілочислових оптимальних планів можна виконувати на основі другого алгоритму методу Ґоморі [23]. 

Задача цілочислового стохастичного лінійного планування з параметричною цільовою функцією  

Нехай (Ω,𝒜, P) - ймовірнісний простір, який є ймовірнісною моделлю деякого експерименту (де Ω - простір 

елементарних подій, 𝒜 - 𝜎-алгебра, P - ймовірнісна міра). Розглянемо на даному ймовірнісному просторі деяку 

математичну модель задачі стохастичного лінійного параметричного програмування в симетричній формі:  

 𝐿𝑡(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝜔) = ∑
𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗(𝑡, 𝜔)𝑥𝑗 → max, (1) 

  ∑𝑛𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝜔)𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖(𝑡, 𝜔),    𝑖 = 1,𝑚, (2) 

  𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 𝑛, (3) 

 де 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  - невідомі, 𝑐𝑗(𝑡, 𝜔) = 𝑐𝑗(𝜔) + 𝑡𝑐𝑗′(𝜔), 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝜔) = 𝑎𝑖𝑗(𝜔) + 𝑡𝑎𝑖𝑗 ′(𝜔), 𝑏𝑖(𝑡, 𝜔) = 𝑏𝑖(𝜔) +

𝑡𝑏𝑖′(𝜔)  (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛)  - задані випадкові лінійні функції від параметра 𝑡 ∈ [𝑇1, 𝑇2] ⊂ ℝ,  𝑎𝑖𝑗(𝜔),  𝑎𝑖𝑗 ′(𝜔), 

𝑏𝑖(𝜔), 𝑏𝑖′(𝜔), 𝑐𝑗(𝜔), 𝑐𝑗′(𝜔) - дискретні випадкові величини, 𝜔 ∈ Ω. 

Далі, приєднуючи до цієї задачі умову цілочисловості  

 𝑥𝑗 ∈ ℤ,    𝑗 ∈ 𝐽 ⊂ {1,2, … , 𝑛}, (4) 

 отримаємо параметричну модель цілочислової ЗЛП. При 𝒥 ⊊ {1,2, … , n} маємо частково цілочислову 

задачу стохастичного лінійного параметричного планування, інакше (𝒥 = {1,2, … , n}) - повністю цілочислову 

задачу. 

Розглянемо спершу задачу цілочислового лінійного параметрично-стохастичного програмування з 

параметром та стохастистичністю в цільовій функції  

 𝐿𝑡(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝜔) = ∑
𝑛
𝑗=1 (𝑐𝑗(𝜔) + 𝑡𝑐′𝑗(𝜔))𝑥𝑗 → max, (5) 

  ∑𝑛𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 ,    𝑖 = 1,𝑚, (6) 

  𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 𝑛, (7) 

  𝑥𝑗 ∈ ℤ,    𝑗 ∈ 𝐽 ⊂ {1,2, … , 𝑛}. (8) 

Вона отримується із задачі (1)-(4) при таких значеннях сталих 𝑎𝑖𝑗 ′ = 𝑏𝑖′ = 0  (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛).  З погляду 

кінцевого результату потрібно розглянути задачу скінченного розбиття відрізка [𝑇1, 𝑇2] проміжками такими, 

для яких екстремум функції (5) зберігає своє значення при всіх значень параметра 𝑡 та досягається в незмінній 

вершині її n-вимірного багатогранника розв’язків, причому під максимумом цільової функції насправді 

розуміємо її математичне сподівання, тобто  

 E𝐿𝑡(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = ∑
𝑛
𝑗=1 (E𝑐𝑗(𝜔) + 𝑡E𝑐′𝑗(𝜔))𝑥𝑗 → max 

Відповідно до універсального піходу методів відтинання спершу беремося за розв’язування 

неперервної параметричної задачі лінійного програмування з параметризованою цільовою функцією (5)-(7) без 

умови цілочисловості (8). Зрозуміло, що у 𝑛-вимірному просторі система обмежень (6), (7) визначає деякий 

опуклий багатогранник 𝒟, а рівняння E𝐿𝑡(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 задає пучок n-вимірних гіперплощин, що минають 

початок координат. Зафіксувавши значення параметра 𝑡 рівним 𝑡0, можна з такого пучка гіперплощин вибрати 

гіперплощину E𝐿𝑡0(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜔) = 0 та здійсити паралельне перенесення за напрямом нормального вектора 

𝑛⃗ 0 = (E𝑐1(𝜔) + 𝑡0E𝑐′1(𝜔), E𝑐2(𝜔) + 𝑡0E𝑐′2(𝜔),… , E𝑐𝑛(𝜔) + 𝑡0E𝑐′𝑛(𝜔)).  Таким чином, знайдемо вершину 𝐵 

багатогранника 𝒟,  в якій досліджувана функція E𝐿𝑡  при значенні параметра 𝑡 = 𝑡0  набуває екстремального 

значення maxE𝐿𝑡0 , в даному випадку максимуму. Позаяк тільки цільова функція містить цей параметр 𝑡, то його 

модифікації породжують n-вимірний оберт нормального вектора 𝑛⃗ 0  відносно точки (0,0,…, 0) і відповідно 

поверхні рівня 𝑙0 щодо точки 𝐵. Водночас n-вимірний поворот зручно задавати квадратною матрицею n × n,  
що буде явним зображенням оператора повороту у n-вимірному лінійному векторному просторі. При дії 

оператора повороту на вектор 𝑛⃗ 0 відповідна пряма 𝑙0 відносно точки 𝐵 збігатиметься з прямими 𝐴𝐵  (𝑡 = 𝑡0) і 

𝐵𝐶  (𝑡 = 𝑡0; для визначеності припустимо 𝑡0 < 𝑡0). Тоді екстремум у точці 𝐵 збережеться як у максимальної 
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точки досліджуваної функції E𝐿𝑡 (стійкість оптимального плану забезпечена при t0 ≤ t ≤ t0 , а його неєдиність 

при 𝑡 = 𝑡0 та 𝑡 = 𝑡0). У разі перевищення значення параметра 𝑡 за 𝑡0, точка 𝐶   задаватиме оптимальний план на 

багатограннику. Їй буде відповідати свій відкритий проміжок зміни параметра 𝑡. 
Продовжимо виклад способу відшукання оптимального розв’язку задачі (5)-(7). Для цього фіксуємо 

значення параметра 𝑡 = 𝑡0 ∈ [𝑇1, 𝑇2]  та розв’язуємо отриману цією фіксацією задачу цілочислового 

стохастичного лінійного програмування методом відтинань Ґоморі. Як наслідок, отримаємо одну з трьох 

можливих ситуацій:   

1.  умови задачі суперечать між собою (несумісні), тоді відповідна множина планів 𝒟  задається 

порожньою множиною.  

2.  досліджувана цільова функція зростає до плюс нескінченності, тобто необмежена згори для 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, значення яких пробігають множину планів 𝒟;  

3.  існує  цілочисельний оптимальний план x(0) з відповідним йому  базисом ℬ(0)   (умова 

цілочисловості тут може виконуватися як повністю,так і частково). 

Позаяк множина планів задачі цілочислового лінійного стохастично-параметричного програмування з 

параметризованою цільовою функцією  не містить параметра 𝑡, аналіз випадку 1 приводить до висновку, що 

задача (5)-(8) має порожню множину розв’язків при всіх значення параметра 𝑡, що належать відрізку [𝑇1, 𝑇2]. 
Аналіз другого випадку породжує інші висновки: певній змінні 𝑥𝑗0, що не належить базису, відповідає 

симплекс-різниця Δ𝑗0(𝑡), що є лінійним функціоналом відосно  параметра 𝑡. Цей функціонал при 𝑡 = 𝑡0 досягає 

найменшого значення серед від’ємних. Крім того, у базисному розкладі вектора a𝑗0 відповідні координати усі  

недодатні. Нарешті при Δ′𝑗0 = 0 робимо висновок, що наведені нижче умови  

 Δ𝑗0(𝑡) = Δ𝑗0 +  𝑡Δ′𝑗0 < 0 при  𝑎𝑖𝑗0 ≤ 0, 𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑚}, (9) 

справджуються для довільного 𝑡. Це автоматично означає прямування до нескінченості досліджуваної функції 

𝐿𝑡  при фіксованих значення параметра взятих з проміжка [𝑇1, 𝑇2]. У випадку від’ємної симплексної різниці 

Δ′𝑗0 < 0,  умови (9) будуть справедливими для всіх 𝑡 > −
Δ𝑗0

Δ′𝑗0
= 𝑡̂0 , а тому задача (5)-(8) матиме порожню 

множину розв’язків справа від 𝑡̂0. Якщо ж відповідна параметризована симплексна різниця додатна Δ′𝑗0 > 0, то 

аналогічна ситуація виникає зліва від 𝑡̂0 – там також відсутні розв’язки. Ці проміжки виключаємо з подальшого 

розгляду. 

Нарешті, у третій ситуації знайдений при 𝑡 = 𝑡0  цілочисловий оптимальний план x(0)  задачі (5)-(8) 

залишатиметься оптимальним планом цієї задачі також для тих значень параметра 𝑡, для яких симплекс-різниці  

 Δ𝑗(𝑡) = Δ𝑗 + 𝑡Δ′𝑗 ≥ 0,    𝑗 = 1, 𝑛. (10) 

 Розв’язком цієї системи нерівностей є проміжок [𝑡min, 𝑡max], де  

 𝑡min = {
max
𝑗:Δ′𝑗>0

(−
Δ𝑗

Δ′𝑗
) ,  якщо  існують Δ′𝑗 > 0;

−∞,  якщо  всі   Δ′𝑗 ≤ 0,
 (11) 

  𝑡max = {
min
𝑗:Δ′𝑗<0

(−
Δ𝑗

Δ′𝑗
) ,  якщо  існують Δ′𝑗 < 0;

+∞,  якщо  всі   Δ′𝑗 ≥ 0.
 (12) 

 У випадку, коли досліджуваний відрізок [𝑇1, 𝑇2] повністю міститься у [𝑡min, 𝑡max], можна вважати, що 

отримано повний опис розв’язків задачі (5)-(8). У протилежному випадку доведеться продовжити пошук та 

дослідження наявності розв’язків поставленої задачі на двох менших підпроміжках [𝑇1, 𝑡min] або [𝑡max, 𝑇2]. 

Приймемо, що 𝑡 ∈ [𝑇1; 𝑡min],  при 𝑡min = −
Δ𝑗0

Δ′𝑗0
 та Δ′𝑗0 > 0  (1 ≤ 𝑗0 ≤ 𝑛).  У цьому випадку симплекс-

різниця Δ𝑗0(𝑡) набуває від’ємного значення раніше, ніж інші, тому змінну 𝑥𝑗0  доцільно включити до складу 

базису. Якщо серед коефіцієнтів 𝑎𝑖𝑗0   (𝑖 = 1,𝑚) відсутні додатні елементи, маємо другу з описаних раніше 

ситуацій — тобто задача не має допустимого розв’язку на відрізку 𝑇1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡min.  В іншому випадку 

виконується симплекс-перетворення, у результаті якого отримуємо новий базис ℬ(1)  та відповідний 

оптимальний план x(1) , який далі перевіряється на виконання умови цілочисловості. Потім, користуючись 

виразами (11), (12), обчислюють інтервал [𝑡min, 𝑡max], на якому цей план зберігає оптимальність, після чого 

зазначений проміжок вилучається з подальшого розгляду. Подальший аналіз на решті підінтервалів 

здійснюється за аналогічною схемою. 

Таким чином, процедура відшукання розв’язку задачі стохастично-параметричного лінійного 

програмування з параметризованою цільовою функцією містить в собі такі етапи: 

1. Замість значення параметра 𝑡  підставляють деяке число 𝑡0  прианалежне замкненій 

множині [𝑇1, 𝑇2]  та шукають точку оптимуму x(0), нехтуючи умовою цілочисловості, або обгрунтовують що ця 

задача володіє порожньою множиною розв’язку;  

2.  Коли виявиться, що обчислили цілочисловий оптимальний план, можна здійснити перехід до 

наступного пункту. У протилежному випадку виникає необхідність ввести додаткове обмеження та продовжити 

обчислення, поки не дістанемо нову точку оптимуму x(1). Якщо цей план не міститиме лишень цілі числа, як 

компоненти, то це породжує необхідність ввести ще одне обмеження, врахування якого дасть цілочисельність 
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по «поганих» елементах, тобто нецілочислових. Ітераційний розрахуновий процес продовжують, аж поки не 

отримаємо цілочисловий оптимальний план, або доведемо його неіснування;  

3.  Відшукуємо такі значення параметра 𝑡 , що потрапляють у [𝑇1, 𝑇2]  та володіють властивістю 

збереження оптимальності знайденого раніше оптимального плану у точці 𝑡 = 𝑡0  або властивістю збереження 

нерозв’язності задачі;  

4.  Із тієї частини проміжку [T₁, T₂], що залишилася після попереднього аналізу, обирають нове значення 

параметра t та перевіряють можливість побудови чергового оптимального плану. Якщо отримане рішення не 

задовольняє умову цілочисельності, його перетворюють до цілочислової форми або доводять, що для даного 

значення параметра задача не має цілочислового оптимального розв’язку;  

5. Розрахунки здійснюються до вичерпання усіх значень параметра 𝑡, приналежних відрізку [𝑇1, 𝑇2].  
Коли задача стохастично-параметричного лінійного програмування з параметризованою цільовою 

функцією є задачею на мінімум ціьової функції (а не максимум), для  побудови розв’язку відсутня потреба  у 

переході до задачі пошуку максимуму. Насправді вище описана схема досліджень застосовна у цьому випадку 

також з невеличкою модифікацією - у рівнянні (10) замінюють бінарне відношення критерію оптимальності для 

опорного плану на протилежне  

 Δ𝑗(𝑡) = Δ𝑗 + 𝑡Δ′𝑗 ≤ 0,    𝑗 = 1, 𝑛, 

а в (9) замінюють умову верхньої необмеженості цільової функції на умову її нижньої необмеженості 

 Δ𝑗0(𝑡) = Δ𝑗0 +  𝑡Δ′𝑗0 > 0,    𝑎𝑖𝑗0 ≤ 0, 𝑖 = 1,𝑚. 

Зрозуміло, що при цьому зазнають відповідних змін проміжки для параметра 𝑡. 
 

Задача цілочислового стохастично-параметричного лінійного програмування з 

параметризованими обмеженнями 

Розглянемо тепер така задачу, де  праві частини обмежень містять параметр 

 𝐿(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = ∑
𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑥𝑗 → max, (13) 

  ∑𝑛𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖(𝜔) + 𝑡𝑏′𝑖(𝜔),    𝑖 = 1,𝑚, (14) 

  𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 𝑛, (15) 

  𝑥𝑗 ∈ ℤ,    𝑗 ∈ 𝐽 ⊂ {1,2, … , 𝑛}. (16) 

Задача (13)-(16) отримується зі задачі (1)-(4) при зануленні сталих 𝑐𝑗′ = 𝑎𝑖𝑗 ′ = 0  (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛).  А під 

виконанням (14) слід розуміти справедливість відповідної нерівності для всіх 𝜔 ∈ Ω . Хоча можна також 

розглядати слабшу вимогу виконання для математичного сподівання. 

Для неперервної задачі з параметризованими обмеженнями (13)-(15) без умови цілочисловості (16) з 

точки зору геометрії лінійних векторних просторів неперервна зміна значень параметра 𝑡 спричиняє паралельне 

перенесення крайових n-вимірних гіперплощин. Тоді множина планів задачі при 𝑡 = 𝑡0  є опуклим 

багатокутником, а одна з його з його вершин - оптимальним планом задачі. Зрозуміло, що така дія на значення 

параметра 𝑡  також спричиняє зміну вигляду множини планів задачі цілочислового лінійного стохастично-

параметричного програмування з параметризованими обмеженнями. А це породжує модифікацію структури її 

цілочислового оптимального плану. 

Алгоритм розв’язування задачі цілочислового лінійного стохастично-параметричного програмування 

з параметризованими обмеженнями досить подібний до вище наведеного алгоритму дослідження задачі 

цілочислового лінійного стохастично-параметричного програмування з параметризованою цільовою функцією. 

Спочатку для фіксованого значення параметра 𝑡 = 𝑡0 розв’язуємо задачу (13)-(16) методом відтинань Ґоморі. В 

ситуації, коли при 𝑡 = 𝑡0 цільова функція 𝐿(x) не має глобального максимуму на множині допустимих планів, 

керуючись геометричними міркуваннями, робимо висновок, що ЗЛП, як зрештою і ЗЦЛП, з параметризованими 

обмеженнями володіють порожньою множиною розв’язків при 𝑡 ∈ [𝑇1, 𝑇2].  Інакше знаходимо при 𝑡 = 𝑡0 
цілочисловий оптимальний план задачі x(0)  або виявляємо несумісність її умов (𝒟 = ⌀). Далі, розв’язуючи 

систему лінійних відносно параметра 𝑡 нерівностей  

 𝑏𝑖(𝑡, 𝜔) = 𝑏𝑖(𝜔) + 𝑡𝑏′𝑖(𝜔) ≥ 0,    𝑖 = 1,𝑚, (17) 

 визначаємо проміжок [𝑡min, 𝑡max] з кінцями  

 𝑡min = {
max

𝑗:𝑏′𝑖>0,𝜔∈Ω
(−

𝑏𝑖(𝜔)

𝑏′𝑖(𝜔)
) ,  якщо є хоча б  одне   𝑏′𝑖(𝜔) > 0;

−∞,  якщо  всі   𝑏′𝑖 ≤ 0,
 (18) 

  𝑡max = {
min

𝑗:𝑏′𝑖<0,𝜔∈Ω
(−

𝑏𝑖(𝜔)

𝑏′𝑖(𝜔)
) ,  якщо є хоча б  одне   𝑏′𝑖(𝜔) < 0;

+∞,  якщо  всі   𝑏′𝑖(𝜔) ≥ 0,
 (19) 

 на якому зазначені умови виявляються несумісними, або план x(0)  зберігає свою оптимальність для всіх 

значень 𝑡𝑘  (𝑘 = 1, 𝑟)  параметра 𝑡  з того самого проміжку, які володіють властивістю цілочислової 

дискретності  

 𝑏𝑖(𝑡𝑘, 𝜔) = 𝑏𝑖(𝜔) + 𝑡𝑘𝑏′𝑖(𝜔) ∈ ℤ,    𝑖 = 1,𝑚, 𝑘 = 1, 𝑟. (20) 

 Щодо решти значень параметра 𝑡  (𝑡 ≠ 𝑡𝑘), приналежних тому самому проміжку, виникає потреба 

продовження аналізу поставленої задачі стосовно існування цілочислового оптимального плану. Створюють 

правильні відтини та вивчають розв’язність отриманих розширених задачі лінінйого стохастично-
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параметричного програмування з параметризованими обмеженнями. Після завершення дослідження задачі 

(13)-(16) межах інтервалу [𝑡min, 𝑡max]  подальший аналіз її розв'язку буде здійснюватися на підпроміжках 

[𝑇1, 𝑡min]  або [𝑡max, 𝑇2].  Для переходу між оптимальними планами використовується алгоритм двоїстого 

симплекс-методу. При цьому ключовий рядок визначається за умовою найбільшого відхилення на досліджуваній 

множині нерівності (17). 

Відзначимо, що в разі, коли пряма задача є задачею стохастично-параметричного лінійного 

програмування з параметризованою цільовою функцією, то двоїстою для неї виступає задача стохастично-

параметричного лінійного програмування з параметризованим вектором вільних членів (тобто вектор з 

коефіцієнтів правих частинах обмежень) і навпаки. Відтак при потребі завжди можна перейти від одного типу 

задачі лінійного параметричного планування до іншого. Обидва попередньо розглянуті алгоритми для 

розв'язання задачі цілочислового лінійного параметричного планування дозволяють побудувати розв'язок 

задачі цілочислового лінійного стохастично-параметричного програмування, для якої коефіцієнти цільової 

функції та компоненти вектора обмежень є лінійно-параметризованими залежностями відносно параметра  

 𝐿𝑡(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = ∑
𝑛
𝑗=1 (𝑐𝑗(𝜔) + 𝑡𝑐′𝑗(𝜔))𝑥𝑗 → max, 

  ∑𝑛𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖(𝜔) + 𝑡𝑏′𝑖(𝜔),    𝑖 = 1,𝑚, 

  𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝐽 ⊂ {1,2, … , 𝑛}. 

  Зрозуміло, що відшукання розв’язку такої задачі ускладнюється тим, що від параметра 𝑡 залежатиме 

виконання 3-х умов: умови допустимості 𝑏𝑖(𝑡, 𝜔) ⩾ 0  (𝑖 = 1,𝑚), умови оптимальності Δ𝑗(𝑡) ⩾ 0  (𝑗 = 1, 𝑛) і 

умови цілочисловості 𝑏𝑗𝑖(𝑡, 𝜔) ∈ ℤ  (𝑗𝑖 ∈ 𝐽, 𝑖 = 1,𝑚). 

Дослідження на стійкість задачі цілочислового лінійного стохастично-параметричного програмування 

з параметризованими коефіцієнтами у системі обмежень і, тим більше, задачі цілочислового лінійного 

стохастично-параметричного програмування (1)-(4) у загальній постановці – це складна обчислювальна задачі 

для розв’язування. Варто зазначити, що відповідна задача є NP-повною навіть у детермінованому 

непараметризовному випадку [25]. 

 

Висновки 

Таким чином, в моделях транспортного типу побудова оптимальних планів перевезень не є єдиною 

кінцевою метою. Оскільки умови функціонування транспортних систем за своєю природою є змінними, 

оскільки транспортні витрати, як правило, мають сезонний характер або можуть залежати від завантаженості 

доріг; пропозиція товару і попит на товар також можуть змінюватися залежно від часу або місткості складських 

приміщень, що зумовлює необхілність проведення післяоптимізаційного аналізу.  

   У представленній статті узагальнено підхід до параметричної транспортної задачі: розглянуто 

випадки, коли параметр входить у цільову функцію та у правій частині системи обмежень, а також стохастичні 

й цілочислові модифікації. Комбінуючи повторну оптимізацію (прямий/двоїстий симплекс) із правильними 

відтинаннями Ґоморі, ми отримали практичну процедуру, що розбиває діапазон параметра на інтервали 

стійкості й задає оптимальний план для кожного інтервалу. 

Проведене узагальнення класичних методів оптимізації дало можливість використовувати єдиний 

апарат для задач, у яких параметр впливає одночасно на цільову функцію чи в обмеженнях, або матрицю 

коефіцієнтів. Пропонований підхід є універсальним і придатним для подальшої адаптації в задачах з великими 

розмірностями, що характерно для сучасних виробничих та транспортних систем. 

Отримані результати дослідження розширюють поняття параметричного програмування, поєднуючи 

його зі стохастичними методами. З прикладної точки зору, розроблені алгоритмічні підходи можуть бути 

використані для аналізу стійкості оптимальних рішень, прогнозування впливу змін у транспортних тарифах, 

запасах або попиті, а також для розроблення адаптивних систем підтримки прийняття рішень у логістиці й 

плануванні виробництва, що є темою дисертаційного дослідження аспіранта. 
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