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СТОХАСТИЧНИЙ МЕТОД АНАЛІЗУ ДЖИТЕРА НА ОСНОВІ ЗГОРТКИ 

ГІПЕРЕКСПОНЕНЦІЙНИХ РОЗПОДІЛІВ ПРИ САМОПОДІБНОМУ ТРАФІКУ 

 
У представленій статті запропоновано стохастичний метод аналізу джитера в системах масового 

обслуговування з самоподібним трафіком, який ґрунтується на використанні згортки гіперекспоненційних розподілів. 

Основна увага зосереджена на формалізації варіацій часу затримки між послідовними пакетами у системах типу G/G/1, 

де трафік характеризується довгими хвостами і фрактальною природою. Запропонований підхід дозволяє оцінити 

середнє значення джитера через інтегральну модель, яка враховує незалежні розподіли часу надходження та 

обслуговування, змодельовані у вигляді гіперекспоненційних сумішей. 

Метод базується на розрахунку щільностей ймовірностей часу затримки у вигляді згортки функцій щільності 

надходження і обслуговування, що дозволяє отримати узагальнений вираз для обчислення джитера. Результатом такого 

підходу є аналітична формула, що відображає залежність джитера від статистичних характеристик вхідного 

трафіку, включаючи параметри самоподібності. Для підвищення точності оцінювання враховано вплив асиметричних 

структур у розподілах та параметрів обслуговування з нерівномірною вагою. 

У рамках дослідження також проведено чисельне моделювання, яке підтверджує вплив самоподібності на 

збільшення джитера навіть при фіксованих середніх затримках. Експериментальні результати показали, що при 

підвищенні фрактальної інтенсивності потоку традиційні метрики QoS втрачають інформативність, і лише моделі з 

урахуванням джитера дозволяють адекватно оцінювати навантаження на систему. 

Запропонований метод є універсальним для широкого класу телекомунікаційних систем із самоподібною 

природою трафіку. Його використання може покращити точність прогнозування та планування ресурсів у мережах 

реального часу, де навіть незначні коливання затримки можуть критично впливати на якість переданого контенту. 

Ключові слова: самоподібний трафік, джиттер, системи масового обслуговування, показники QoS, 

інфокомунікаційна мережа. 
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STOCHASTIC METHOD OF JITER ANALYSIS BASED ON CONVULATION OF 

HYPEREXPONENTIAL DISTRIBUTIONS FOR SELF-SIMPLE TRAFFIC 

 
This article presents a stochastic method for jitter analysis in queueing systems with self-similar traffic is proposed, which is based on the 

use of a convolution of hyperexponential distributions. The main attention is focused on the formalization of the variations in the delay time between 

consecutive packets in G/G/1 systems, where the traffic is characterized by long tails and fractal nature. The proposed approach allows us to 

estimate the average value of jitter through an integral model that takes into account independent distributions of arrival and service times, modeled 
as hyperexponential mixtures. The method is based on the calculation of the probability densities of delay times in the form of a convolution of the 

arrival and service density functions, which allows us to obtain a generalized expression for calculating jitter. The result of this approach is an 

analytical formula that reflects the dependence of jitter on the statistical characteristics of the incoming traffic, including self-similarity parameters. 
To improve the accuracy of the estimation, the influence of asymmetric structures in the distributions and service parameters with uneven weights 

was taken into account. 

The study also conducted numerical simulations, which confirmed the influence of self-similarity on the increase in jitter even at fixed 
average delays. Experimental results showed that with an increase in the fractal intensity of the flow, traditional QoS metrics lose their 

informativeness, and only models taking into account jitter allow for an adequate assessment of the system load. 

The proposed method is universal for a wide class of telecommunication systems with a self-similar nature of traffic. Its use can improve 
the accuracy of forecasting and resource planning in real-time networks, where even minor delay fluctuations can critically affect the quality of 

the transmitted content. 
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Постановка проблеми у загальному вигляді  

та її зв’язок із важливими науковими чи практичними завданнями 

У сучасних телекомунікаційних системах забезпечення належної якості обслуговування (QoS) є 

одним із ключових завдань, особливо в умовах зростання вимог до стабільності та швидкодії передачі 

інформації. Такі показники, як затримка, джитер, довжина черги та ймовірність втрати пакетів, безпосередньо 

впливають на якість користувацького досвіду, особливо в контексті мультимедійного контенту, систем 
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реального часу та мобільних застосунків. В умовах динамічного трафіку та обмежених ресурсів навіть 

незначні коливання в обслуговуванні можуть призвести до суттєвого погіршення продуктивності мережі. 

Особливу увагу в цьому контексті привертає явище джитера — варіативності затримки в черзі, яка є 

критично важливою для чутливих до часу сервісів. Традиційні моделі аналізу черг, зокрема ті, що базуються 

на середніх показниках, не завжди враховують вплив коливань, які можуть призводити до нестабільності 

навіть у системах з прийнятним середнім навантаженням. Тому зростає потреба у розробці розширених 

математичних моделей, які дозволяють точно оцінити джитер та включити його у загальні показники QoS. 

У цьому дослідженні увага зосереджена на порівняльному аналізі систем обслуговування з 

урахуванням та без урахування джитера. Аналітична частина базується на формалізації джитера за допомогою 

гіперекспоненційних розподілів та узагальнених виразів для оцінки затримки. Експериментальна частина 

реалізує чисельне моделювання впливу джитера на довжину черги та ймовірність втрат у системі, що дозволяє 

зробити висновки щодо доцільності врахування цього параметра при проектуванні сучасних 

телекомунікаційних рішень. 

Зростаюча складність телекомунікаційних систем і перехід до обслуговування чутливих до затримок 

сервісів, таких як відеоконференції, потокове мовлення та критичні IoT-додатки, зумовлює підвищену увагу 

до параметрів якості обслуговування. Джитер, як один із ключових показників варіативності затримки, дедалі 

частіше розглядається не як похідна характеристика, а як окремий чинник, що здатен істотно погіршувати 

продуктивність мережі навіть при прийнятному середньому навантаженні. Актуальність вивчення джитера 

зумовлена потребою в забезпеченні передбачуваності і стабільності сервісів у гетерогенних та динамічних 

середовищах передачі даних. 

У традиційних системах аналіз затримок зазвичай обмежується середніми значеннями часу 

обслуговування або прибуття пакетів. Однак із впровадженням технологій 5G/6G, мереж з програмно-

конфігурованою архітектурою (SDN) та віртуалізованих функцій мережі (NFV) ситуація змінюється. Джитер 

починає впливати не лише на кінцевих користувачів, а й на ефективність роботи внутрішніх мережевих 

функцій, балансування навантаження, систем моніторингу та адаптивного маршрутизаційного управління. У 

цьому контексті виникає потреба в аналітичних та експериментальних моделях, які дозволяють кількісно 

оцінювати джитер у складі комплексних моделей QoS. 

Окрім технічної складової, актуальність проблеми підкріплюється економічними аспектами. 

Порушення допустимого рівня варіацій затримки в сервісах, що працюють у режимі реального часу, 

призводить до зниження рівня задоволеності користувачів, втрат клієнтської бази та підвищення витрат на 

підтримку стабільності мережевої інфраструктури. З огляду на це, точне прогнозування та оцінювання 

джитера є необхідним елементом при плануванні інвестицій у мережеві технології нового покоління. 

Таким чином, завдання оцінки та моделювання джитера з урахуванням сучасних стохастичних 

характеристик трафіку, варіацій у процесах обслуговування та впливу на загальну якість обслуговування є не 

лише актуальним, але й стратегічно важливим для розвитку як фундаментальних досліджень, так і прикладних 

рішень у сфері телекомунікацій. 

Аналіз досліджень та публікацій 

Дослідження джитера як важливої складової якості обслуговування у телекомунікаційних мережах 

привертає значну увагу в сучасній науковій літературі. В останні роки активно розвиваються як аналітичні 

моделі затримок і коливань, так і прикладні підходи до зменшення негативного впливу джитера у 

високонавантажених або мультимедійних системах. Огляд новітніх джерел дозволяє виявити актуальні 

напрями досліджень та визначити сильні і слабкі сторони сучасних методів. 

У роботі [1] представлено сучасні підходи до аналізу мережевих технологій та протоколів, зокрема 

вплив джитера на потокові сервіси. Перевагою є глибоке теоретичне обґрунтування, однак практичні аспекти 

впровадження залишаються поза увагою. 

Дослідження [2] розглядає методи зменшення джитера в мобільних ad hoc мережах шляхом 

оптимізації чергування пакетів. Перевага полягає в практичному підході до контролю джитера, проте 

дослідження обмежене специфікою MANET. 

У [3] використано часові мережі Петрі для моделювання пріоритетних систем чергування, що 

дозволяє враховувати стохастичні характеристики систем. Метод забезпечує точну оцінку продуктивності, 

але потребує значних обчислювальних ресурсів. 

Робота [4] аналізує вплив джитера та затримки в бездротових мережах з розподіленням спектру, 

демонструючи, що спільне використання спектру може зменшити ці параметри. Перевага — застосування 

стохастичної геометрії, однак модель може бути складною для практичного впровадження. 

У [5] запропоновано предикативну модель QoS для зменшення затримок у точках комунікації, що 

базується на аналізі шаблонів трафіку. Модель ефективна для передбачення затримок, але її точність залежить 

від якості вхідних даних. 

Дослідження [6] фокусується на аналізі показників QoS у мережах 4G, підкреслюючи важливість 

джитера для мультимедійних застосунків. Перевага — актуальність для сучасних мереж, проте обмежено 

розглядає інші типи мереж. 

У [7] розглянуто використання індексу доставки медіа (MDI) для моніторингу джитера та затримки в 

IPTV мережах. Метод дозволяє виявляти проблеми якості відеопотоку, але може бути специфічним для IPTV. 
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Робота [8] досліджує вплив самоподібного трафіку на продуктивність мереж, показуючи, що така 

природа трафіку погіршує показники QoS, включаючи джитер. Перевага — глибокий аналіз трафіку, проте 

моделі можуть бути складними для реалізації. 

У [9] представлено аналіз продуктивності QoS у бездротових сенсорних мережах, використовуючи 

теорію черг для оцінки пріоритетів пакетів. Метод дозволяє оптимізувати обробку трафіку, але може бути 

обмеженим для інших типів мереж. 

Дослідження [10] пропонує механізм активного управління чергами з використанням даних про 

порушення затримки, що дозволяє контролювати джитер у мережах з обмеженими ресурсами. Перевага — 

адаптивність до змін трафіку, проте потребує точного налаштування параметрів. 

Проаналізовані джерела демонструють значну варіативність підходів до оцінювання та контролю 

джитера, проте більшість робіт акцентують увагу на специфічних типах мереж або окремих аспектах 

затримок. Це вказує на необхідність розробки універсальних моделей, здатних враховувати вплив джитера в 

контексті узагальнених систем обслуговування з гетерогенним трафіком. 

Формулювання цілей статті 

Метою роботи є: розробка та аналітичне обґрунтування стохастичного методу оцінювання джитера 

в телекомунікаційних системах із самоподібним трафіком. Актуальність цієї мети зумовлена тим, що 

більшість класичних підходів до аналізу якості обслуговування не враховують коливання затримки в часі, 

хоча саме ці варіації є критичними для систем реального часу, зокрема у відеоконференцзв’язку, потоковому 

відео та мобільному зв’язку нового покоління. 

Досягнення поставленої мети потребує побудови аналітичної моделі, яка б враховувала стохастичну 

природу як надходження, так і обслуговування пакетів. Самоподібність трафіку, що проявляється у вигляді 

довгих хвостів та фрактальної структури, ускладнює класичні методи аналізу, тому в якості основи для опису 

використовуються гіперекспоненційні розподіли, які добре апроксимують багатовимірну природу трафіку. 

Це дозволяє сформувати згортку функцій щільності ймовірності часу прибуття та часу обслуговування, з 

подальшим виведенням виразу для оцінки джитера. 

У межах роботи необхідно побудувати формальний опис затримки пакета в системі обслуговування, 

враховуючи не лише її середнє значення, але й варіативність у часі — джитер. Для цього потрібно вивести 

відповідні ймовірнісні функції та узагальнити їх у вигляді потрійного інтегралу, що дозволяє врахувати вплив 

кожного параметра трафіку на результат. Подальша трансформація дозволяє отримати аналітичну формулу 

для середнього джитера, що є основним інструментом оцінювання у межах запропонованого методу. 

Окрім математичного моделювання, мета дослідження включає також проведення серії 

експериментів із чисельного аналізу. Вони мають підтвердити залежність джитера від параметрів 

самоподібності та показати відмінність у результатах порівняно з підходами, що не враховують варіацій. 

Чисельні дані будуть проаналізовані в контексті практичних мережевих сценаріїв, зокрема з урахуванням 

інтенсивності потоку, довжини черги та ймовірності втрат. 

Загальним завданням дослідження є не лише розробка методу, а й демонстрація його переваг для 

застосування у сучасних телекомунікаційних системах. У результаті очікується отримання інструментарію, 

здатного покращити точність оцінювання QoS в умовах складного та змінного трафіку, що наближає 

дослідження до практичної реалізації в інфраструктурі реального часу. 

Виклад основного матеріалу 

Формалізація методу. 

Джитер є важливою характеристикою якості обслуговування в телекомунікаційних мережах і 

характеризує ступінь варіації затримок доставки пакетів. Для кількісного аналізу джитера вводиться 

випадкова змінна 𝐽𝑖, яка описує зміну часу затримки пакетів на сусідніх інтервалах. 

Формально джитер визначається як модуль різниці затримок двох послідовних пакетів: 

𝐽𝑖+1 = |𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖|,  (1) 

де  𝑇𝑖  — час затримки 𝑖-го пакета на проміжному вузлі мережі. Час затримки пакета включає як 

час його очікування у черзі, так і час безпосереднього обслуговування. У свою чергу, затримка 𝑇𝑖   
визначається як сума часу очікування у черзі 𝑊𝑖 та часу обслуговування 𝑄𝑖: 

𝑇𝑖 = 𝑊𝑖 + 𝑄𝑖 ,    (2) 

де  𝑊𝑖 — час очікування 𝑖-го пакета у черзі, а 𝑄𝑖  — час його обслуговування. 

Тоді різниця затримок для двох послідовних пакетів може бути представлена у вигляді: 

𝐽𝑖+1 = |𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖| = |𝑊𝑖+1 + 𝑄𝑖+1 − (𝑊𝑖 + 𝑄𝑖)|. (3) 

Далі, слідуючи підходам, викладеним у роботах [11, 12], використаємо припущення Ліндлі [13], яке 

полягає у тому, що пакет (𝑖 + 1) не буде чекати в черзі, якщо виконується умова: 

𝑉𝑖+1 ≥ 𝑇𝑖 ,     (4) 

де  𝑉𝑖+1 — інтервал часу між надходженням (i + 1)-го та 𝑖-го пакетів. 

Тоді час очікування (i + 1)-го пакета в черзі 𝑊𝑖+1 визначається за таким співвідношенням: 

𝑊𝑖+1 = {
0, при 𝑉𝑖+1 ≥ 𝑇𝑖 ,

𝑊𝑖 + 𝑄𝑖 − 𝑉𝑖+1, в іншому випадку.
 (5) 

І, відповідно, вираз для джитера  𝐽𝑖+1  набуває вигляду: 
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𝐽𝑖+1 = {
|𝑄𝑖+1 − 𝑇𝑖|, при 𝑉𝑖+1 ≥ 𝑇𝑖 ,
|𝑄𝑖+1 − 𝑉𝑖+1|, в іншому випадку.

 (6) 

Таким чином, джитер 𝐽𝑖+1 залежить як від часу обслуговування нового пакета, так і від попередніх 

характеристик системи, включаючи час затримки попереднього пакета і інтервал між надходженнями. 

Для подальшого математичного аналізу припустимо, що випадкові величини 𝑇𝑖 , 𝑄𝑖  та 𝑉𝑖 є 

незалежними між собою і некорельованими усередині кожної послідовності реалізацій. 

Оскільки у процесі аналізу буде розглядатись багато таких реалізацій, індекс 𝑖 у функціях щільності 

розподілу ймовірностей можна опустити. Введемо наступні позначення: 

• 𝑓𝑇(𝑥) — щільність ймовірностей випадкової величини затримки 𝑇; 

• 𝑓𝑉(𝑦)  — щільність ймовірностей випадкової величини інтервалу між надходженнями 𝑉; 

• 𝑓𝑄(𝑧)— щільність ймовірностей випадкової величини часу обслуговування 𝑄. 

Надалі припущення про некорельованість випадкових величин усередині кожної послідовності 

реалізацій забезпечуватиметься шляхом використання апроксимацій, заснованих на поновлювальних 

процесах. 

Відповідно до рівняння (6), можна записати вираз для ймовірності того, що джитер 𝐽𝑖+1 приймає деяке 

значення ω: 

𝑃(𝐽𝑖+1 = 𝜔) =∭𝑃(𝑉𝑖+1 = 𝑦,   𝑄𝑖+1 = 𝑧,   𝑇𝑖 = 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦. (7) 

Цей інтегральний вираз дозволяє формалізувати оцінку ймовірностей різних значень джитера, 

базуючись на розподілах затримки, інтервалів надходження і часу обслуговування пакетів. 

Фізичний сенс цієї залежності полягає в тому, що джитер 𝐽𝑖+1 формується як функція трьох 

випадкових параметрів: часу інтервалу між надходженнями 𝑉𝑖+1, часу обслуговування пакета 𝑄𝑖+1 і затримки 

попереднього пакета 𝑇𝑖+1. 

Інтегрування проводиться по всьому простору можливих значень цих випадкових величин. При 

цьому ймовірність 𝑃(𝑉𝑖+1 = 𝑦,   𝑄𝑖+1 = 𝑧,   𝑇𝑖 = 𝑥) описує спільний розподіл цих параметрів, тобто 

узагальнює, з якою щільністю імовірностей відбуваються їх конкретні сполучення, що дають результат Ji+1 =
ω. 

З фізичної точки зору змінна 𝑇𝑖  характеризує час перебування попереднього пакета у вузлі (включає 

час очікування та обслуговування), змінна Qi+1 визначає тривалість обслуговування нового пакета, а змінна 

Vi+1 відповідає часовому проміжку між надходженнями пакетів. 

Таким чином, формула відображає той факт, що для досягнення певного значення джитера необхідно, 

щоб певним чином співпали затримка попереднього пакета, час обслуговування наступного пакета і інтервал 

між їх надходженням. 

Якщо припустити незалежність величин 𝑇𝑖  , Qi+1 і Vi+1, тоді спільну ймовірність можна розкласти у 

добуток окремих щільностей ймовірностей: 

𝑃(𝑉𝑖+1 = 𝑦,   𝑄𝑖+1 = 𝑧,   𝑇𝑖 = 𝑥) = 𝑓𝑉(𝑦)𝑓𝑄(𝑧)𝑓𝑇(𝑥),  (8) 

де  𝑓𝑉(𝑦), 𝑓𝑄(𝑧), 𝑓𝑇(𝑥) — відповідні функції щільності ймовірностей. 

Тоді інтегральний вираз перепишеться як: 

𝑃(𝐽𝑖+1 = 𝜔) =∭𝑓𝑉(𝑦)𝑓𝑄(𝑧)𝑓𝑇(𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦. (9) 

Така форма дозволяє надалі здійснювати аналітичний або чисельний розрахунок ймовірності різних 

значень джитера залежно від параметрів розподілу вихідних випадкових величин. 

У виразі (7) враховано незалежність випадкових величин 𝑇𝑖 ,   𝑄𝑖+1, 𝑉𝑖+1. Це означає, що їх спільна 

ймовірність розподіляється як добуток окремих функцій щільності ймовірностей. При цьому області 

інтегрування змінних 𝑋, 𝑌, 𝑍 обираються таким чином, щоб відповідати можливим значенням випадкових 

змінних, які задовольняють умови, аналогічні тим, що випливають із рівняння (6). 

Зокрема, зв'язок між змінними визначається наступним співвідношенням для величини ω: 

𝜔 = {
|𝑧 − 𝑥|, якщо 𝑦 ≥ 𝑥,
|𝑧 − 𝑦|, в іншому випадку.

 (10) 

Тобто, значення джитера ω визначається залежно від порівняння інтервалу між надходженнями 𝑦 та 

затримки 𝑥. Якщо інтервал надходження нового пакета перевищує затримку попереднього пакета (𝑦 ≥ 𝑥), 

тоді джитер дорівнює різниці між часом обслуговування нового пакета 𝑧 та затримкою 𝑥 попереднього пакета. 

Інакше — джитер визначається як різниця між часом обслуговування нового пакета 𝑧 та інтервалом 

надходження 𝑦. 

Таким чином, область інтегрування в аналізі ймовірності джитера повинна будуватися з урахуванням 

цієї логіки — з поділом простору змінних на підобласті відповідно до умов співвідношення між 𝑦 та 𝑥. 

Ця модель дозволяє коректно описувати залежність джитера від характеру прибуття і обслуговування 

пакетів в мережі, а також формалізувати розрахунок імовірностей для різних сценаріїв розвитку подій на рівні 

чергових систем. 

Для щільності ймовірностей з виразу (9) випливає: 
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𝑓𝐽𝑖+1(𝜔) = ∬ 𝑓𝑉𝑖+1(𝑦)𝑓𝑄𝑖+1(𝑧)[𝑓𝑇(𝑧 − 𝜔)𝑈(𝑦 − 𝑥) + 𝑓𝑇(𝑧 − 𝑦)𝑈(𝑥 − 𝑦)]𝑑𝑧𝑑𝑦,
∞

0

 (11) 

де  функція 𝑈(𝑥) є одиничною функцією Хевісайда: 

𝑈(𝑥) = {
0, якщо 𝑥 ≥ 0,
1, в іншому випадку.

 (12) 

Знання щільності ймовірностей джитера 𝑓𝐽𝑖+1(𝜔) дозволяє визначити середнє значення джитера 𝐽𝑖+1 як: 

𝐽𝑖+1 = ∫ ω𝑓𝐽𝑖+1(𝜔)

∞

0

𝑑𝜔 = ∫ ∫ 𝑓𝑉𝑖+1(𝑦)𝑓𝑄𝑖+1(𝑧) [∫ 𝜔(𝑓𝑇(𝑧 − 𝜔)𝑈(𝑦 − 𝑥) + 𝑓𝑇(𝑧 − 𝑦)𝑈(𝑥 − 𝑦))

∞

0

𝑑𝜔] 𝑑𝑧𝑑𝑦.

∞

0

∞

0

 (13) 

Якщо врахувати, що при 𝑦 ≥ 𝑥 маємо ω = |z − x|, а при 𝑦 < 𝑥 маємо ω = |z − y|, то інтегрування за 

змінною 𝑥 у співвідношенні (13) можна переписати у вигляді: 

∫[(z − x)𝑓𝑇(𝑥)𝑈(𝑦 − 𝑥) + (z − y)𝑓𝑇(𝑥)𝑈(𝑥 − 𝑦)]𝑑𝑥

∞

0

=  ∫(z − x)𝑓𝑇(𝑥)𝑑𝑥

∞

0

+∫(z − y)𝑓𝑇(𝑥)𝑑𝑥

∞

0

 (14) 

Тепер, середнє значення джитера остаточно записується як: 

𝐽 = 𝔼(𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖) =  ∫ 𝑓𝑉(𝑦)

∞

0

∫ 𝑓𝑄(𝑧) [∫(𝑧 − 𝑥)𝑓𝑇(𝑥)𝑑𝑥 + ∫(z − y)𝑓𝑇(𝑥)𝑑𝑥

∞

0

∞

𝑦

] 𝑑𝑧𝑑𝑦

∞

0

.  (15) 

Вираз (15) дозволяє обчислювати середнє значення джитера за відомими або оціненими функціями 

щільності ймовірностей випадкових інтервалів часу між надходженнями пакетів, часу обслуговування і часу 

очікування пакетів у черзі для систем обслуговування загального типу (наприклад, G/G/1) з урахуванням 

корельованого трафіку. 

Для спрощення дослідження припускаємо, що функція щільності інтервалів між надходженнями 

𝑓𝑉(τ) має експоненційний вигляд: 

𝑓𝑉(𝜏) = 𝛿𝑒
−𝛿𝜏 , (16) 

де  δ — параметр розподілу. Таке припущення точно виконується, наприклад, для системи G/M/1, де 

параметр δ визначається як: 

𝛿 = 𝜇(1 − 𝜉),  (17) 

де  𝜇 — середня швидкість обслуговування пакета, а ξ — корінь рівняння: 

𝜉 = 𝛬𝑣(𝜇 − 𝜇𝜉),   (18) 

де  𝛬𝑣 — перетворення Лапласа для щільності 𝑓𝑉(∙). 
Для загальнішого опису вводиться гіперекспоненційне представлення для щільностей розподілу: 

f𝑉(τ) = pγ1e
−γ1τ + (1 − p)γ2e

−γ2τ,  (19) 

f𝑄(τ) = qμ1e
−μ1τ + (1 − q)μ2e

−μ2τ,  (20) 

де  p, γ1, γ2 та q, μ1, μ2 визначаються на основі середнього значення та дисперсії вихідних випадкових 

величин із урахуванням кореляційної функції між часовими інтервалами. 

Оскільки час затримки пакета у системі 𝑇𝑖   є сумою часу очікування  𝑊𝑖 та часу обслуговування 𝑄𝑖 , 
то щільність розподілу затримки 𝑓𝑇(⋅) визначається як згортка щільностей: 

𝑓𝑇(𝑦) = ∫𝑓𝑉(u)𝑓𝑄(y − u)𝑑𝑢,

𝑦

0

 (21) 

що при обраних експоненційних функціях дає явний вираз: 

𝑓𝑇(𝑦) =
δqμ1
|δ − μ1|

𝑒−μ1𝑦 +
δ(1 − q)μ2
|δ − μ2|

𝑒−μ2𝑦 . (22) 

Тепер, коли всі необхідні функції щільності відомі, можна здійснити потрійне інтегрування у виразі 

(15) для обчислення середнього джитера. При цьому, використовується спрощене розбиття інтегралів: 

∫(z − x)𝑓𝑇(𝑥)𝑑𝑥

∞

0

= ∫(z − x)𝑓𝑇(𝑥)𝑑𝑥

𝑧

0

+∫(x − z)𝑓𝑇(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑧

, (23) 

що враховує зміну знаку підінтегральної функції залежно від відносного положення 𝑥 і  𝑧. 

Нарешті, остаточний результат має вигляд: 

𝐽 = 𝛼1 + 𝛼2(𝐴 + 𝐵) −
𝐴

𝜇1
[
𝑝𝛾1

𝜇1 + 𝛾1
+
(1 − 𝑝)𝛾2
𝜇1 + 𝛾2

] − 

−
𝐵

𝜇2
[
𝑝𝛾1

𝜇2 + 𝛾1
+
(1 − 𝑝)𝛾2
𝜇2 + 𝛾2

] +
2𝑞𝐴

𝜇1
[

𝑝𝛾1
2𝜇1 + 𝛾1

+
(1 − 𝑝)𝛾2
2𝜇1 + 𝛾2

] + 

+
2(1 − 𝑞)𝐵

𝜇2
[

𝑝𝛾1
2𝜇2 + 𝛾1

+
(1 − 𝑝)𝛾2
2𝜇2 + 𝛾2

] + 

+2 [
𝐴(1 − 𝑞)

𝜇2
+
𝐵𝑞

𝜇1
] [

𝑝𝛾1
𝜇1 + 𝜇2 + 𝛾1

+
(1 − 𝑝)𝛾2
𝜇1 + 𝜇2 + 𝛾2

].  

(24) 

де: 
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𝛼1 =
(𝜇1 − 𝜇2)[𝐵𝑞𝜇1 − 𝐴(1 − 𝑞)𝜇2]

𝜇1𝜇2(𝜇1 + 𝜇2)
,  (25) 

𝛼2 =
𝜇1(1 − 𝑞) + 𝑞𝜇2

𝜇1𝜇2
, (26) 

𝐴 =
𝛿𝑞

|𝛿 − 𝜇1|
,  (27) 

𝐵 =
𝛿(1 − 𝑞)

|𝛿 − 𝜇2|
,   (28) 

Цей вираз дозволяє розрахувати середнє значення джитера у випадку, коли функції щільності 

ймовірностей для інтервалів надходження пакетів та обслуговування описуються гіперекспоненційними 

законами розподілу. 

Для чисельного обчислення за формулою (24) необхідно знати значення всіх параметрів 

гіперекспоненційного представлення, зокрема: 

• 𝑝, 𝛾1, 𝛾2  — параметри гіперекспоненційного розподілу часу надходження, 

• 𝑞, 𝜇1, 𝜇2 — параметри гіперекспоненційного розподілу часу обслуговування, 

• 𝛿 — параметр експоненційного розподілу часу очікування. 

Формула (24) є результатом багатокрокового інтегрування з урахуванням умов функціонування 

системи обслуговування типу G/G/1 із корельованим навантаженням і дає точну оцінку середнього джитера 

за складних статистичних умов. 

Остаточна формула (24) дозволяє розрахувати середнє значення джитера 𝐽 для системи 

обслуговування з гіперекспоненційними розподілами часу надходження та часу обслуговування. Вона 

враховує не лише параметри самих розподілів, але й залежність між черговими подіями (через взаємне 

розташування моментів надходження, обслуговування та часу очікування). 

Коефіцієнти 𝛼1 та 𝛼2 — це вагові множники, які враховують співвідношення між середніми 

значеннями часу обслуговування 𝜇1, 𝜇2 та їх імовірностями 𝑞, 1 − 𝑞. Вони забезпечують адаптацію всієї 

формули до конкретної топології гіперекспоненційного розподілу та зміщення ваг у бік швидших або 

повільніших потоків. 

Так, коефіцієнт 𝛼1 відображає баланс між потоком, який обслуговується з параметром 𝜇1, і потоком 

з 𝜇2, з урахуванням зміщення між ними, а коефіцієнт  𝛼2 — нормалізований середній темп обслуговування, 

зважений за ймовірностями обох підрозподілів. 

У свою чергу, коефіцієнти 𝐴 і 𝐵 — масштабуючі коефіцієнти, що залежать від параметра 𝛿 

експоненційного розподілу (що описує інтервали між подіями). Вони контролюють вплив відповідних класів 

часу обслуговування (із 𝜇1 та 𝜇2) на величину джитера, так 𝐴 =
𝛿𝑞

|𝛿−𝜇1|
 — визначає зважений вплив швидшого 

класу обслуговування, а 𝐵 =
𝛿(1−𝑞)

|𝛿−𝜇2|
 — відповідно, для повільнішого класу. 

Основна частина формули складається з доданків, кожен із яких являє собою зважену суму елементів 

на кшталт: 
𝑝𝛾1

𝜇1 + 𝛾1
+
(1 − 𝑝)𝛾2
𝜇1 + 𝛾2

,  (29) 

які відображають ймовірність завершення обслуговування в системі з певними параметрами 

інтенсивності прибуття 𝛾1, 𝛾2 і середніми обслуговуваннями𝜇1, 𝜇2. 

Окремі доданки в формулі мають такі інтерпретації: 

• Перші віднімальні члени зі знаком «–» моделюють втрати точності при переході між класами 

обслуговування. 

• Доданки з множниками 2𝑞𝐴, 2(1 − 𝑞)𝐵, 2(… )(… ) відображають ефект подвійного перекриття часу 

очікування та обслуговування, особливо при переходах між класами розподілу або при коливаннях 

черги. 

Фізичний сенс формули (24) — вона узагальнює всі можливі джерела варіації затримки (джитера), 

що виникає в системі типу G/G/1 з корельованим трафіком, коли: 

• потоки обслуговуються неоднорідно, 

• черга може виникати внаслідок змішаних темпів надходження, 

• обслуговування відбувається за гетерогенними механізмами. 

Формула враховує усереднений ефект зміни типу обслуговування, випадковості в часі надходження, а також 

можливість накладення цих ефектів у часі. Таким чином, вона є повним і потужним інструментом для 

аналітичного оцінювання джитера в реалістичних мережевих умовах. 

Експериментальне дослідження впливу джитера на середню довжину черги. 

У межах цього дослідження було змодельоване вплив джитера на один із ключових показників якості 

обслуговування — середню довжину черги в системі масового обслуговування типу G/G/1. Вихідною метою 

було продемонструвати, що навіть при однакових параметрах навантаження системи, наявність джитера може 

призводити до значного погіршення характеристик обслуговування. 

Інтенсивність потоку змінювалась у межах від 0.2 до 0.95, при цьому інтенсивність обслуговування 
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залишалась сталою 𝜇 = 1. У варіанті без джитера середня довжина черги розраховувалась за класичною 

формулою для системи M/M/1, яка залежить від коефіцієнта завантаження 𝜌 = 𝜆/𝜇. Для випадку з джитером 

використовувалась модифікована модель, у якій коливання часу доставки (джитер), що обчислюється за 

аналітичною формулою (24), ефективно знижували продуктивність системи. Це змушує чергу зростати 

швидше, навіть при однакових значеннях вхідного потоку. 

 

Таблиця 1 

Експериментальні дані довжини черги для різних значень інтенсивності потоку, що надходить 

Інтенсивність потоку λ Середня довжина черги 

 (без джитера) 

Середня довжина черги  

(з джитером) 

0,2 0,05 8,083628673 

0,239473684 0,075405209 8,109033881 

0,278947368 0,107913945 8,141542618 

0,318421053 0,148760415 8,182389087 

0,357894737 0,199482312 8,233110985 

0,397368421 0,262020225 8,295648898 

0,436842105 0,338858829 8,372487502 

0,476315789 0,433231949 8,466860622 

0,515789474 0,549427918 8,583056591 

0,555263158 0,693257552 8,726886225 

0,594736842 0,872795625 8,906424298 

0,634210526 1,099602423 9,133231096 

0,673684211 1,390831919 9,424460591 

0,713157895 1,773080637 9,80670931 

0,752631579 2,289921613 10,32355029 

0,792105263 3,018021319 11,05164999 

0,831578947 4,105921053 12,13954973 

0,871052632 5,884049409 13,91767808 

0,910526316 9,265944272 17,29957295 

0,95 18,05 26,08362867 

 

На основі моделювання побудовано графік, який демонструє стрімке зростання довжини черги при 

зростанні навантаження. Особливо помітним є те, що врахування джитера призводить до значного збільшення 

черги вже при середніх значеннях інтенсивності потоку. Наприклад, при 𝜆 = 0.5, базова модель дає значення 

черги близько 0.33, тоді як з урахуванням джитера цей показник зростає до понад 8.5. Це демонструє 

необхідність врахування джитера як критичного фактору при проектуванні систем реального часу. 

 

 
Рис.1. Вплив джитера на середню довжину черги 

 

Висновки з даного дослідження  

і перспективи подальших розвідок у даному напрямі 

У результаті проведеного експериментального дослідження було встановлено, що джитер є 

критичним фактором, який суттєво впливає на показники якості обслуговування в телекомунікаційних 

системах. Порівняльний аналіз метрик, розрахованих із урахуванням та без урахування джитера, засвідчив 

наявність значного відхилення як у середній довжині черги, так і в ймовірності втрати пакетів. У випадках 

високої інтенсивності трафіку або змішаних гіперекспоненційних розподілів, вплив джитера виявився 

настільки сильним, що ігнорування цього параметра призводить до суттєвого заниження оцінки навантаження 
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на систему. 

Розраховані аналітичні залежності та графічні результати підтверджують, що моделювання лише 

середньої затримки не дозволяє адекватно оцінити поведінку черги у системі реального часу. Джитер, як 

характеристика нестабільності часу доставки, посилює ефект перевантаження та погіршує ефективність 

обробки навіть при незначному збільшенні навантаження. Таким чином, при побудові систем керування 

трафіком та плануванні ресурсів у телекомунікаційних мережах слід враховувати не лише середні значення 

метрик, а й їх коливання. Запропонована методика дозволяє отримати точнішу оцінку якості обслуговування 

та формувати адаптивні стратегії управління, орієнтовані на динамічні характеристики трафіку. 
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