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РОЗРОБКА МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ПРИКЛАДНИХ ЗАДАЧ 

ГЕОМЕТРИЧНОГО ПРОЕКТУВАННЯ ТЕХНІЧНИХ СИСТЕМ 
 

В статті досліджені питання розробки математичних моделей оптимізації параметрів термічної дії на 
технічну систему. Авторами поставлена задача пошуку оптимальних параметрів джерел збурення 
температурного поля у технічній системі за відповідними обмеженнями. Врахувавши технічні характеристики 
засобів, які забезпечують процес термічної дії на матеріал, та особливості технологічного процесу, задані 
відповідні обмеження на температурне поле та його компоненти. Перевірка обмежень на температурне поле 
вимагає здійснення багаторазового його розрахунку, що зменшує термічне пошкодження частин матеріалу. Для 
автоматизації функції мети можливо використати сіткові процесори, які завдяки застосуванню спеціалізованих 
функціональних блоків практично миттєво розв’язують величезну кількість крайових задач на комп’ютерах. 
Завдяки перебору розв’язків крайових задач це дозволить знайти оптимальні значення технічних параметрів, а 
отже, підвищити точність модельованого процесу. 

Дослідження цієї статті відноситься до розділу математичного моделювання та оптимізації систем з 
розподіленими параметрами. Для математичного моделювання зазначених систем використовують крайові 
задачі диференціальних рівнянь з частинними похідними. Авторами наведені прикладні оптимізаційні 
математичні моделі контроля розподілу температурного поля та термонапружень в матеріалі, мінімізації його 
пошкоджених частин. Остання з них заснована на диференціальному критерії оцінки температури опромінення і 
може бути використана для оптимізації багатьох технічних, біотехнологічних і економічних систем. Детальний 
аналіз специфічних особливостей прикладних оптимізаційних математичних моделей дозволить збільшити 
точність розробки чисельних методів і програмно-апаратних засобів для розрахунку і оптимізації параметрів 
модельованих систем. 
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MATHEMATICAL MODELS’ DEVELOPMENT OF APPLIED TASKS  

OF GEOMETRIC DESIGN OF TECHNICAL SYSTEMS 
 

This article examines the issues of developing mathematical models for optimizing the parameters of the thermal action on the 
technical systems. The authors set the task of determining the optimal parameters of sources of temperature field disturbance in the 
technical system under the appropriate restrictions. Considering the technical characteristics of the means that ensure the process of 
thermal action on the material, and the peculiarities of the technological process, appropriate restrictions on the temperature field and its 
components are set. Checking the limits of the temperature field requires multiple calculations, which reduce thermal damage to parts of the 
material. To automate the objective function, it is possible to use grid processors, which, due to the use of specialized functional blocks, solve 
a huge number of boundary problems with computers almost instantly. Because to the selection of solutions of boundary value problems, this 
will allow to find optimal values of technical parameters, and therefore to increase the accuracy of the simulated process. 

The research of this article refers to the section on mathematical modeling and optimization of systems with distributed 
parameters. For mathematical modeling of these systems, boundary value problems of differential equations with partial derivatives are 
used. The authors present applied optimization mathematical models for controlling the distribution of the temperature field and thermal 
stresses in the material, minimizing its damaged parts. The last them is based on the differential criterion for evaluating the temperature of 
irradiation and can be used to optimize many technical, biotechnological and economic systems. A detailed analysis of the specific features of 
applied optimization mathematical models will allow to increase the accuracy of the development of numerical methods and hardware and 
software tools for calculating and optimizing the parameters of simulated systems. 

Keywords: mathematical models, technical system, grid processors, differential equations. 

 

Постановка проблеми у загальному вигляді  

та її зв’язок із важливими науковими чи практичними завданнями 

Питанням підвищення якості технологічного процесу термічної обробки матеріалів присвячена 

значна кількість наукових праць, проте здебільшого вони мають більш частковий характер. Для збільшення 

точності оптимізації технологічного процесу потрібно запропонувати більш загальний підхід до 

раціонального використання ресурсів модельованих систем. Треба звернути увагу, що для моделювання їх 

стану часто використовують багатофакторні моделі спеціального виду, без узагальнення значень вхідних 

параметрів яких досить складно здійснити розрахунок функції мети. Врахувавши це, для доказу коректності 

розрахункових і прикладних оптимізаційних математичних моделей, автори пропонують використати 

спеціальні методи з теорії псевдодиференціальних рівнянь. 
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Для підвищення точності реалізації задач розрахунку і оптимізації параметрів модельованих 

технічних систем потрібно збільшити точність формалізації основної задачі пошуку оптимальних 

параметрів термічної дії на матеріал. Окрім цього, на думку авторів статті, потрібно реалізувати більшу 

кількість прикладних оптимізаційних математичних моделей, які відповідають за оптимізацію певної 

ділянки технологічного процесу. 

Аналіз останніх досліджень 

Важливим аспектам оптимізації та забезпечення контроля за використанням технічних ресурсів 

складних систем присвячені результати наукових досліджень [1–9]. Фундаментальна робота [1] містить 

загальну теорію розрахунку і оптимізації систем з розподіленими параметрами. В публікації [2] наведені 

методи для прогнозування зносостійкості деталей. Авторами статті [3] запропонований теоретико-фізичний 

підхід до інформаційного моніторингу технічного стану сільськогосподарської техніки, дано визначення 

основних понять надійності транспортних систем в специфічних умовах. В роботі [4] розроблені 

методологічні засади розв’язання проблеми забезпечення та підвищення надійності функціонування 

автомобільних транспортних систем. Досліджені особливості побудови коректних крайових задач для 

диференціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами в статті [5]. Деякі аспекти вирішення проблеми 

забезпечення ефективного управління діяльністю сільськогосподарських підприємств в ринкових умовах 

наведені в публікаціях [6–8]. Відзначимо результати публікації [9], де розроблена антикризова стратегія 

управління підприємствами в умовах посилення конкуренції та глобалізації. 

 

Формулювання цілей статті 

Мета роботи – запропонувати прикладні оптимізаційні математичні моделі процесу термічної дії на 

матеріал.  

 

Виклад основного матеріалу 

Обмеження на характер розподілу температурного поля в області матеріалу:  

( ) *

*, , , , , , ( ), ( ), ( , , , ),


i iGT x y z t u E s t v t Q x y z t S T , (1) 

де  
iG  – певний оператор;  

( )*, , , ,T x y z t z  – температурне поле;  

( ) *, , x y z  – область матеріалу;  

0t  – початок термічної дії;  

*t  – кінець термічної дії;  
*

iT  – припустимі значення температурного поля; 

u  – інтенсивність дії джерела;  

E  – енергія дії;  

( )s t  – траєкторія руху джерела;  

( )v t  – швидкість руху джерела;  

( , , , )Q x y z t  – густина дії;  

S  – геометричні розміри джерела. 

Позначимо через ( )* , , , , , , ( ), ( ), ( , , , ),=z x y z t u E s t v t Q x y z t S  вектор параметрів термічної дії на 

матеріал. 

Компоненти температурного поля вдовольняють обмеженням в межах їх припустимих значень. 

Врахувавши вказані обмеження, розглянемо деякі прикладні оптимізаційні математичні моделі процесу 

термічної дії на матеріал.  

Математична модель 1. Потрібно мінімізувати максимальне значення температурного поля в межах 

області матеріалу:  

( )
( )

*
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t t t
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де  ( )*, , , ,i i i iT x y z t z  – температурне поле в контрольованих точках області матеріалу; 

t  – час термічної дії на матеріал, що коливається в межах від 
0t  до *t ; 

*z  – вектор параметрів термічної дії на матеріал. 

Інші позначення залишаються такими ж, як і в обмеженнях (1). 

Математична модель 2. Необхідно мінімізувати число пошкоджених через термічну обробку частин 

матеріалу: 
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де  

*

*
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1, ;
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iT  – значення температурного поля в області точок матеріалу; 

*T  – припустиме значення температурного поля. 

Математична модель 3. Необхідно забезпечити контроль за розподілом температурного поля:  

( ) ( )
*

1 2
* *

0 0

* *

( , , ) ( , , )

[ ; ] [ ; ]

min max , , , , max , , , ,
 

 

−
x y z N x y z Nz Z

t t t t t t

T x y z t z T x y z t z , (4) 

де  
1 2,N N  – області матеріалу;  

( )*, , , ,T x y z t z  – температурне поле; 

0t  і *t  – моменти часу t ; 

*z  – вектор параметрів термічної дії.  

Математична модель 4. Необхідно забезпечити контроль за розподілом термонапружень в матеріалі:  

( ) ( )
*

21
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де  ( )*, , , ,T x y z t z  – температурне поле в областях 
1N  і 

2N  матеріалу. 

Інші позначення такі ж самі, як в попередніх математичних моделях. 

Математична модель 5. Необхідно мінімізувати ухилення температурного поля в матеріалі від свого 

припустимого значення:  

( ) ( )( )
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1/2
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* *
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min max , , , , , , ,
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 
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t t t

T x y z t z T x y z t dL , (6) 

де  ( )*, , , ,T x y z t z  – температурне поле; 

( ), ,x y z  – точки на гладкій кривій L ; 

( )* , , ,T x y z t  – припустиме значення температурного поля. 

*z  – параметри термічної дії. 

Для результатів цієї статті важлими є наукові здобутки, отримані в публікаціях [10–12], де 

розв’язані прикладні задачі оптимізації параметрів біотехнологічних систем і трибосистем.. 

 

Висновки з даного дослідження і перспективи подальших розвідок у даному напрямі 

У статті наведені математичні моделі прикладних задач оптимізації параметрів технологічного 

процесу термічної дії на матеріал, а саме: математична модель мінімізації максимального значення 

температурного поля, мінімізації пошкоджених через термічну обробку частин матеріалу, контроля 

термонапружень та температурного поля в матеріалі. Збільшення точності реалізації вище згаданих 

математичних моделей дозволить зменшити ризики витрат піддослідного матеріалу під час забезпечення 

технологічного процесу. Використовуючи результати здійснених досліджень для проектування складних 

систем, можливо підвищити функціональні можливості технічних засобів здійснення розрахунку, а також 

забезпечення автоматизації функції мети і її параметрів. 
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